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1 2 -1
— La matrice A= |2 3 1 | est-elle inversible? Si oui, calculer son inverse.
1 1 2
1 2 -1 1 0 0 1 2 -1 1 0 0
2 3 1 0 1 0] "ok -1 3 -2 10
11 2 0 0 1 -1 1 2 0 0 1
. L 1 2 -1 1 0 0
3 < Ls—L1
~ 0 -1 3 -2 10
0 -1 3 -1 0 1
Ly 1 2 -1 1 0 0
3 < La—L2
N 0 -1 3 -2 1 0
o 0o o0 1 -1 1

Théoréme 2.23

e 8o 80

10.
11.

12.
13.

A n’est pas équivalente & la matrice identité, donc A n’est pas inversible.

Caractérisation des matrices inversibles

. — — . , q o 20 2 q 2. o
Soit A = [al an] une matrice carrée de taille n. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

1. A est inversible

A~T,

La matrice échelonnée réduite de A a n pivots (un par ligne, un par colonne).
AT est inversible.

A est un produit de matrices élémentaires.

L’équation A7 =0 possede 7 = 0 comme unique solution.

7. Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

L’application linéaire T AT est injective.

— —
L’équation A7 = b admet exactement une solution pour tout b € R™.
Vect (af,--- ,ay) = R™.
L’application linéaire 7 AT est surjective.

11 existe une matrice carrée C' telle que CA = 1,, (inverse & gauche).

11 existe une matrice carrée D telle que AD =1, (inverse & droite).

Démonstration. 1 < 2 d’apres le théoreme 2.21
2 < 3 de maniere évidente
1 & 4 d’apres 2.14 et 2.8.
2 & 5 d’apres la deuxieme partie de 2.21.
2 = 6 de maniere évidente
6 < 7 d’apres le point la de la remarque 1.1.4.58.
6 < 8 d’apres 1.1.5.85
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6 = 3 d’apres la section 1.3.3 et A a n colonnes.
1 =9 d’apres 2.15

9 = 6 de maniere évidente.

9 = 10 d’apres 1.1.3.48

10 = 3 d’apres 1.1.3.48

10 < 11 d’apres 1.1.5.81

1 =12 et 1 = 13 par définition.

12 = 6 car si CA =1, alorsA?:ﬁé?:CA?:ﬁ.
13 = 11 car si AD =1,,, alors quel que soit ? eR" 7 = D? vérifie A7 = ?

O

Définition 2.24 Matrice singuliere
Soit A une matrice carrée de taille n X n. On dit que A est singuliere si A n’est pas inversible.

Remarque 2.2.0.25. Une matrice carrée est soit inversible, soit singuliére. Si une matrice n’est
pas carrée, la question de [’inversibilité n’a pas de sens.
Applications linéaires inversibles

Soit A une matrice carrée de taillen x n,et T: R® — R"

7 e AT

Si A est inversible, alors A~! existe et nous pouvons considérer application linéaire S : R"® — R" .
Yo ATY

Nous avons le schéma suivant :

multiplication par A
7 | 7 T~ Saz

L] °
[ ] [ ]
n n
R multiplication par A~! R

Comme A™'A =1, et AA~™! = I,,, les compositions S o T et T o S satisfont :

(SoT)(Z)=7 pourtout Z € R"
(ToS)(Y)=7" pourtout ¥ € R"
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Définition 2.26 Application linéaire inversible

On dit que T : R™ — R"™ est une application linéaire inversible s’il existe une application
linéaire S : R™ — R™ telle que

S(T(Z)) =7 pour tout # € R"
et T(S(Y)) =7 pourtout ¥ € R"

Théoreme 2.27 Caractérisation des applications linéaires inversibles

Soit T' : R™ — R™ une application linéaire et soit A la matrice canoniquement associée a T'.
Nous avons ’équivalence :

T inversible < A inversible.

Dans ce cas, 'application linéaire S : R" — R” est I'unique application linéaire qui
Y — Ay

satisfait

S(T(Z)) =7 pour tout 7 € R"
et T(S(Y)) =7 pourtout i € R"

On lappelle lVinverse de T, notée T 1.

— — —
Démonstration. (=) Supposons que T' est inversible. On a T'(S( b)) = b pour tout b € R™.

— —
Ainsi, T(?) = b admet au moins une solution pour tout b € R™ et T est surjective.

Le théoreme de caractérisation des matrices inversibles 2.23 nous dit que dans ce cas, A est
inversible.
(<) Si A est inversible, alors I'application linéaire S : R™ — R™ associée & A~1 satisfait

S(T(Z))=A"'AZ =7 pour tout 2 € R"
et T(S(Y))=AA"'Y =7 pour tout i € R"

donc T est inversible.
Montrons maintenant que S est unique.
Supposons que U : R" — R™ satisfait aussi U(T (7)) = @ et T(U(Y)) = .

%
Comme T est surjective, pour tout b € R™ il existe (au moins) un 7 € R" tel que T(7) =

7. Ainsi,
S(B) = S(T(T) = (SoT)(F) = T
U(B) =UT(F) = (UoT)(T) =7
donc S(?) = U(?) pour tout T e R™ donc S =U.

Remarque 2.2.0.28. Si T est inversible, T est bijective.
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YAl Matrices par blocs

Nous avons vu qu’une matrice, si elle est initialement définie comme un tableau de nombres,
peut étre vue comme une liste de vecteurs colonnes. Or un vecteur colonne est une matrice a
une colonne. Autrement dit, une matrice peut étre vue comme une liste de matrices. Nous allons
généraliser cette idée et considérer des matrices définies a partir de blocs de matrices.

Une matrice par blocs est définie non pas a partir de coefficients, mais de sous-matrices :

All A12 e Al’n
Agy Az -+ Aoy
Aml Am2 T Amn

Ici, chaque A;; est une matrice de taille m; X n;. De maniere évidente, pour que cela soit
correctement défini, les sous-matrices d’'une méme ligne ont toutes autant de lignes, et les sous-
matrices d’'une méme colonne ont toutes autant de colonnes.

1 2 3 4 5
Exemple. La matrice A= |6 7 8 9 10| peut étre par exemple définie comme A =
11 12 13 14 15

{34

Ay A A 5
[ s A As 8 9}"413 - {10}“421 = [11 12], 45 =

Azr Aap Az:’j o A = {6 7} Az =
(13 14], Ay = [15].

A Arg Ais

11 12 13 14 15
As; Az Ags

Cet exemple n’a pas un grand intérét en soi, mais nous allons voir que définir une matrice avec
des blocs permet de généraliser certaines propriétés de matrices de maniere tres intéressante.

Opérations sur les matrices par blocs

Soit A et B deux matrices de méme taille, organisées en blocs tels que la taille de chaque
A;j est la méme que celle de B;;.

A A - Ay, Biiy Bz -+ Bin
Agy A - Aoy Byy  Baa -+ Bay,

Aml Am2 Amn Bml Bm2 an
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Alors
A1+ B

Az1 + Bay

A1z + Bio

Az + Bao
A+ B = .

Aml + B77L1 Am2 + BnLQ

M My Ay

Ao Mg Aoy,
Soit A € R, alors \A = . . .

)\Aml )\AmZ >\Amn

71

Aln + Bln
AQn + B2n

Amn + BTTLTL

Pour multiplier deux matrices par blocs, on applique la regle classique du produit matriciel
(produit ligne-colonne), mais en remplagant les scalaires par les blocs correspondants.

Bll }77,1
A Aro Az
A= mxn B=| DBy }nz nxp
Aoy Ay A
—_— Y~ Y B31 }n3
nq %) ns
A11B11 + A12Bo1 + A13 B3
AB = mxp
Ao1 B + Ao Boy + Az B3y
Exemple
2 0 1 |
A1 A Az 0 2 0 |Buts
3 -1 02 0 1
-1 1 1
A= 1 2 1 0 1 3 B =
0 0 1
0 0 0 | 0 1 | 0 By 2
Az Az A 2 0 1
—_— Y
3 P 1 1 1 1 |Ba}l
ou :
3 -1 0 2 0 1
An = {1 2 J » A= {o J v Ais = {3} (2.1)
A1 =10 0 0], Ap=[0 1], Ax3=][0] (2.2)
2 01
Bi;=|0 2 0], Bglf{o 0 1}, By =[1 1 1] (2.3)
101 1 2 01
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Le produit AB se calcule par blocs :

72

A11B11 + A12B21 + A13 B3

AB = 3 x3
A2 By + AgaBoy + A3 Bsy
Calculons chaque bloc :
_ 2 01
3 -1 0 6 -2 3
AllBllz :| 0 2 0 :|: :|
11 2 1 11 1 1 5 2
2 0[]0 0 1 0 0 2
ABa = |, J [2 0 1}_{2 0 1}
1 1 1 1
A1sBa1 = 3} L1 1]_{3 3 3}
2 01
ApBy=[0 0 0|0 2 o[ =[0 0 0]
-1 1 1
0 0 1
AnBu=0 7[5 0 1= o 1
ApBsi =[0][1 1 1]=[0 0 0]
D’ou :
6+04+1 24041 34+2+1 7 -1 6
AB={1+2+3 54+40+3 2+14+3| =16 8 ©6
0+24+0 040+0 O0+1+40 2 0 1

Cas particuliers

. . , -
Nous avons déja vu des matrices partitionnées par colonnes : A = [017 T

Une matrice peut aussi étre partitionnée par ligne :

a11 a12 A1n
a21 a22 a2n
A =
LaAm1 Am2 Amn ]

Ign, (A)
lgn, (A)

lgn,, (A)

on dira que A est partitionnée en n colonnes ou en m lignes.
On peut alors écrire le produit matriciel de plusieurs fagons :
Si A est de taille m x n et B est de taille n x p, alors

- — — - =
1 AB—=A|bi by - bp}:{Abl Abs

Ab,

blocs colonnes blocs colonnes



2.7. MATRICES PAR BLOCS 73

lgn, (A) - N
2 A=l ¢ |, B=[b - b
lgnm (A) blocs colonnes
blocs lignes
€R
— — —
lgn (A)b1  lgn (A)by -+ lgn (A)b,
AB =
lgn, (A1 lgn,(A)bs - lgn, (A)b,

Ce n’est pas une matrice par blocs, chaque composante est réelle :

blj
N b;
lgni(A) bj — [ail Qio - ain] : = ailblj + aigbgj 4+ 4+ ainbnj € R.
bn;
N _ lgn, (B)
3.A:[a1 az - a"},B: .
lgn,,(B)
AB = ajlgn,(B) + @3lgny(B) + - - - + a,lgn,, (B)
————
mxp
En effet,
14
a2;
a/lgn,(B) = : [bir biz -+ bip)
Ami
est de taille m x p :
aibin - a1iby
E‘)lgni(3> =

Qmibin - amibip
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Matrices triangulaires, matrices diagonales

Définition 2.29 Matrices triangulaires, matrices diagonales

Une matrice A = (a;5) € M,,(R) est triangulaire supérieure si a;; = 0 pour tout j < 1.

ail a2 Ain
0 aa a2n
0 0 asgn
0 0 -+ 0 apn

Une matrice A = (A;;) est triangulaire supérieure par blocs si A;; = 0 pour tout j < i.
Une matrice A = (a;;) € M,,(R) est triangulaire inférieure si a;; = 0 pour tout j > i.

a1 0 0
a21 as2 0 0
asy  as2 0
0
anl an2 DRI DRI ann

Une matrice A = (A;;) est triangulaire inférieure par blocs si A;; = 0 pour tout j > 4.
Une matrice A = (a;;) € M,,(R) est diagonale si a;; = 0 pour tout i # j.

a1 0 0
0 a22 0 0
0 0 ass 0

. " 0
0 0 0 apn

Une matrice A = (A;;) est diagonale par blocs si A;; = 0 pour tout ¢ # j.

Inverse des matrices triangulaires par bloc

Soit A une matrice de taille n X n ou n = ny + na

{Au Am} ny
0 Azl no
ny ng

On suppose que A est inversible, et on décompose A~! en blocs de méme taille que A :

A1 — [Bu B12} ni
Bs1 Baa] no.
ny n2
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On a alors
A11B11 + A12Ba1 A11Bia + A12Bao

AATL = {
A22 BQl A22 B22

Par ailleurs, la décomposition en blocs de la matrice I,, s’écrit
I, 0 }
=% ol

On a donc

AA-L = A11Bi1 + A12Ba1 A11Bia + A12322} _ Pnl 0 }

Ao Boy AsoBoo 0 I,

Donc
A11B11 + A12Bo1 =1,

A11B1a + A12B22 = 0p sy
A22B21 = Opyxen,
Ao Bay =1,

Donc Ass est inversible et Byo est son inverse.
De plus,
A2y Bo1 = 0pyxny = Ay Ao Boy = A3y Oy,
donc Ba1 = 0nyxn, -
Donc
A11Byy + A1aBoy =1, = A By =1,

donc Aq; est inversible et Bj; est son inverse.
Enfin,

A11Bio + A19Bos = 0, wny, = A7 A1 Bia + A A12Bas = A0 xns

—1 -1
donc 312 = _All A12A22 .
On vient de démontrer une implication du théoreme suivant. La réciproque se vérifie en
multipliant les matrices entre elles.

Théoréme 2.30

Si A est une matrice de taille n x n triangulaire supérieure par blocs.

{All A12} ni
0 Azl no
ny nNng

Alors A est inversible si et seulement si A1, et Aoy sont inversibles. Et dans ce cas,

A-L — {Al_ll _A1_11A12A2_21} n
0 A;zl n2

ni n2




Chapitre 3 : Déterminant

Définition

Définition 3.1 Déterminant

b

d} € M3 5(R) est le nombre

— Le déterminant de la matrice A = E

det(A) = ad — be.
a11 Q12 a13
— Le déterminant de la matrice A = |a21 age as3| € Ms3(R) est le nombre

asz1 asz a3z

det(A) = 011022033 + @12023031 + 0130210432 — A13A22031 — Q11023032 — A12021033

Notation. On utilise aussi la notation |A| pour le déterminant de A.

Le déterminant d’une matrice de taille 3 x 3, et uniquement de taille 3 x 3 peut étre calculé
a l’aide de la Regle de Sarrus :

aii a12 a13 a1 a12

76
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On peut réécrire le déterminant d’une matrice de taille 3 x 3 de la maniére suivante :

a1l a2 a3
a1 Q22 Q23| = A11022033 + A12023031 + 13021032
az1 asz2 ass
— A13G22031 — 411023032 — 12021033
= a11(a22a33 - 1123a32) - a12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31)
a1 Aa23
az1 ass

22 A23
asz2 Aass

a1 a22
asy as2

=an + ais

En notant par Aj; la matrice de taille 2 x 2 obtenue en supprimant la j-ieme ligne et la
k-ieme colonne de la matrice A € M3 3(R) :

la formule précédente s’écrit

det(A) = ail det(All) — 12 det(Alg) + a3 det(Alg).

Exemple.
1 5 0
4 —6 2 —6 2 4
2 4 —6:1‘ ‘_5‘ '+0’ ':18
03 o0 3 0 0 0 0 3

On peut maintenant donner une définition récursive du déterminant d’une matrice carrée
quelconque :

Définition 3.2 Déterminant

Soit A = (a,) une matrice carrée de taille n x n.
Le déterminant de A est le nombre

det(A) = a1 det(Au) — a2 det(Alg) + a3 det(Alg,) — Q14 det(A14) + ...+ (—1)1+”a1n det(Aln)

=) (—=1)"**ayy, det(Ap),
k=1

ou A, est la matrice de taille (n — 1) x (n — 1) obtenue & partir de la matrice A en supprimant
la j-ieme ligne et la k-ieme colonne :
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Cette définition récursive permet de calculer le déterminant d’une matrice de toute taille, en
le réduisant & une matrice de taille inférieure.

Définition 3.3 Cofacteur

Soit A = (a,) une matrice carrée de taille n X n.
Le cofacteur (j,k) de A est le nombre

Cix = (=1)7T% det(A ).

En utilisant les cofacteurs, le déterminant de la matrice A devient

det(A) = a1 C + a12C12 + a13C13 + a14C1a + ... + @1nCrn = Y _ a1, Ch.
k=1

Théoreme 3.4 Développement par rapport a la j-iéme ligne

Soit A = (a;i) une matrice carrée de taille n x n. Nous avons
det(A) = (=1)"Ta;; det(Aj1) + (1) ajodet(Aj2) + ... + (=1)7T"a;, det(4;,)

(—1)-j+kajk det(Ajk),

I
NE

£
Il

1

ou encore

det(A) = aleﬂ + aJ'QCjQ + angjg + aj4C’j4 + ...+ aanjn = Z ajijk.
k=1

Démonstration. Admis. O

Ce théoreme indique que l'on peut calculer un déterminant en développant par rapport a
n’importe quelle ligne. Il est donc judicieux, lors d’un calcul pratique de bien choisir la ligne pour
minimiser la complexité des calculs, par exemple, dans le cas ot une ligne contient beaucoup de
z€ros.

Exemples. Développement par rapport a la 2-eme ligne :

1 5 0

2 4 6 =2(-1)" |2 8’+4(—1)2+2 ) 8‘
03 O J ~ , . ~ ,
1 5
AV 1\2+3
o1l 3
=3

=04+0+6-3=18
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Développement par rapport a la 3-ieme ligne :

15 0
2 4 -6 :0(—1)3“2 _06‘+3(—1)3+2; _06‘
03 0
15
_1\3+3
+0(=1)**2 | 4’
=-3.(-6) =18

Corollaire 3.5
Si une matrice A contient une ligne formée de zéros, alors son déterminant est nul : det(A) = 0.

Propriétés fondamentales

Pour calculer le déterminant d’une matrice de taille 4 x 4, il faut donc calculer quatre déter-
minants de matrices de taille 3 x 3 et pour chacun de ceux-ci, il faut calculer trois déterminants
de matrices de taille 2 x 2. Pour calculer le déterminant d’une matrice de taille 5 x 5, il faut
calculer 5 -4 -3 = 60 déterminants de taille 2 x 2 et ainsi de suite. Nous avons donc intérét a
trouver une méthode qui demande moins de calculs.

Nous allons voir maintenant une suite de théoremes qui permettent d’optimiser les calculs
de déterminants.

Théoreme 3.6 Déterminant et opérations élémentaires

Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice agissent sur le déterminant de la
maniere suivante.
Soit A et C' deux matrices carrées de taille n x n.

Type 1l Si A Lj:: b ¢ alors det(C) = —det(A).
Type 2 Si A Lo :J/\Lj C (avec X # 0) alors det(C) = Adet(A) ou det(A) = + det(C).
Type 3 Si A i Bt o alors det(C) = det(A).

Vérification dans le casn =2 :

Soit A = |* Z} . Nous avons det(A) = ad — bc et
c d

a) a b’ =cb—ad = —det(A).

b) Ac“ Adb‘ = Xad — Abe = A(ad — be) = Adet(A).

e) [ J;AC b *dAd' = (a+Ae)d — (b+ Ad)e = ad — be = det(A).
2 4 6

Exemple. Calculer le déterminant de la matrice A= |1 3 5|.

3 5 7

Nous allons utiliser des opérations élémentaires pour simplifier le calcul.



